11-Funcions exponencial i logaritmica

X
1 Dibuixa en uns mateixos eixos de coordenades les funcions exponencials (Ej i

(Ej i les funcions logaritmiques log, x i log, x
2 3

Hem de considerar que les funcions exponencials 1 les logaritmiques demanades son
inverses una d’altra, seran simetriques respecte de la recta y=x. Per altra banda, en les
dues exponencials, una té¢ una base superior a 1, és una funcid creixent, i I’altra menor
de 1, és una funcid decreixent

=
=
2

2 Es considera la funcié exponencial f(x)=a". Demostra que si (p,q) és un punt
1
de la seva grafica, també ho és el punt [— p,—J
q
. , . 1 1
Si sabem que f(p)=g aleshores és a” =g 1 a™” =—=— d’on el punt | — p,—
a q q

forma part de la seva grafica

3 Determina el punt en qué la grafica de cadascuna de les funcions segiients talla
I’eix de les ordenades

f(x)=5e" h(x)=-3+2a""
1 x+1 p(x):1_32x
g(x) = —2[§j

En cada cas hem de calcular la imatge de zero
f(x)=5¢" = f(0)=5¢"=5=(0,5)
h(x)=-3+2a" = f(0)=-3+2a" =-1=(0,~1)
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g(x) = —2@] = g(0) = —2@) = —% =N (0,—%}

p(x)=1-3" = p(0)=1-3"=0=(0,0)

4 Resol aquestes equacions

x*=256 ( j
3

357 =10125
VT +647 =49

27 =L 5% -3.5% -10=0
125

3 —2x
5x—1 — . Y _ l

> -
(2x)7% :5 84 7)6 +7X+1 +7x+2 :2793
x’4=256:>x’4=44:>L4:44:>x:l

X 4
 — 1-x 15

15*

357 =10125 = S =10125= 157 =5-10125 = 15 =15" > x=4

3

J7+6V7 =497 = 7\/_=(72)2:>74:7X:>x:%

27x3=L:>x3= ! = 313= 13 3x=L
125 27-125 3’57 15 15

5% 357 —10=0= 5> =t|= 1 -3t-10=0=

_3i@_3i7_(5

2 2 \-2
prescindim de la solucid negativa i tenim

52'”:5:>2x:1:x:%

—2x
X 5 0
(ax—S)'z[l) :>ax_3x=a2x:>x2—3x:2x:>x2—5x:():>x={5
2 2 4 4\ |
(Zx)_gzi/e_“:(?_x)‘g:es —~ 2y =| ¢S5 N IV S
7X+7“1+7x+2:2793:>7X(1+7+49):2793:>7X:25_:49:72:>x:2

5 Demostra que si f(x) =3"", aleshores f(x+2)= Sx) (x) i f(x-3)=27f(x)
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fx+2)= 3-(x+2) _ g3x3-2 _ 37 _ S(x)

9 9
f(x=3)=3"" =37 =337 =27 f(x)
6 Hem rebut a casa una carta que ens augura bona sort si n’enviem una fotocopia
a cinc persones. En cas contrari, si trenquem la cadena, la sort se’ns girara en
contra. Quina funcié expressa el nombre de persones que rebran la carta
successivament, si no es trenca la cadena?

5°,5.5%,... = f(x)=5"

7 Determina el punt en qué la grafica de cadascuna d’aquestes funcions talla I’eix
de les abscisses

f(x)=log(x+3) g(x)=In(2x-5)

= 5
H(x) = log; 3x Pl =log, >

Hem de resoldre el valor de x que fa que les imatges de les funcions siguin zero
f(x)=log(x+3)=0=x+3=1=>x=-2
gx)=In2x-5)=0=>2x-5=1=2x=6=x=3

h(x)=log3\/§=0:>\/§:1:>3x=1:>x=§

p(x)=log5§=0:>§=1:>x=5
X X

8 Calcula els logaritmes segiients sense utilitzar calculadora

log, 1 log, /25 log, a’? log 1
16 a V10
log, 2 1 log o, 0.1
7 10g9 5

10g4L:x:>4sz:4-2:x:_2
16 16

2
logS%/E:x:>5":3\/E:53 :>ng
loglaﬁzx:(lj —a’ a7 =a" = x=-3

» a
1
longx:no*‘:L:lo oyl

J10 J10 2

log12=x:(%j =2=2"=2=x=-1

2

loggl:x:>9"=l:>32"=3>“:>2x:—1:>x:—l
3 3 2
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1080401 0.1 =x=0,001" =01 =10 =10" = 3x=-1=x= %

10 Si log 2=m, expressa en funcio de m

log1600 log3/0,0002 log+/0,0064
1Y log12,5 log 0,8’
logl —
1,28

log1600 = log2* -100 = 4log2 +1og100 = 4m + 2

1

l0g3/0,0002 = log(%js - %(logZ —4log10) = %(m _ 4

6 )2
log+/0,0064 = log(lz?j :%(610g2—410g10) :%(61%—4) =3m-2

lo b _3——310 1 =—-3(-1log1,28) = 3log(1,28) =3lo 1283 _
8128 8128 &b st & 100

:
=310g[ 2 ]=3(710g2—2) =3(Tm-2)=21lm—6

10%

5]
3
logl12,5 = log(?—osj = log(s—] =log f—o =3(logl0—-1log2)—logl0=2—-3m

3
log0,8" =7 log(%j = 710g[12—0j =73log2-1ogl0)=7CBm—-1)=21m -7

11 Determina I’expressié de log x que correspon a cadascuna de les igualtats
segiients

5\’ b+
x:(3“3dbj =y =
C
! h

a’b*cs X =
mnpqr

X =

-2
mgn\/;

3a’h ’
x =
cd

logx =2(log3+2loga+logh—3logc—logd)

e a(b+c)
= 4 o

log x :i(loga+log(b+c)—510gd)
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logx = 310ga+410gb+%logc—glogm—logn—%logp

h
X =
mnpqr
logx =logh—1logm —logn—log p—logg —logr

12 Estableix I’expressio de x corresponent a

Inx = 31na+21nb—llnc

logx = %(SIOga — 210gb)— T(logc+4logd)

_log,c+log, d
3

In x :%(3lna+lnb—lnc—51nd)

log, x =3log, a+2log, b

31,2
a’b

7

lnx:3lna+2lnb—%lnc:> X =

[
b2

logx = %(310ga —210gb)—7(10gc+410gd) =>x=

(cd")’
372
log4x:310g4a+210g4b—10g4c+10g4d:x:a b
3 Ved
3
Inx=1(3Ina+Inb—Inc—5ind)= x = “f
2 cd

15 Resol aquestes equacions

2logx —4log2 =31
ogx —4log 0gx 3log2x—210gz§:21°g23+1

31nx-ln32:m7x 1n2+1n(11—x2):21n(5—x)

logx
L:l 2logx=3+logi
1+10°" 2 10
772 =140

2logx —4log2 =3logx

lo ﬁ =logx’ = ﬁ —x3:>x—L—i
g 24 g 24 24 16

310g2x—210g2§: 2log,3+1
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3

log,| —— |=1log,(3*-2)= 9x =18 = x =2

X
3
3lnx—ln32:h17x

X3 x3 )C6

In— |='x=>=Jr=>—=x=x" =322 = x=4322 =4
[32 32 322

In2+In(11-x%)=2In(5-x)

In2(11-x*))=In(5-x)> =2(11-x*)=(5-x)" =22-2x> =25-10x+x* =

3
3x210x+3:O:>x={l
3
1010gx _l
1+10%°%" 2
log x
10 :l:> X =l:>2x:1+x2:>x2—2x+1:0:>x:l

1+10%°* 2 " 1+x* 2
X

2logx =3+ 1log—

g glo

2logx =3+log— = logx” =1log/ 1000- — |= x" =100x = x =
10 10 100

0 no pot ser solucid. Només té¢ com solucié x=100
772 =140
Prenent logaritmes

757 2140 = (3x + 2) log 7 = log140 = 3y + 2 = 108140 _ 2,146128

log7  0,845098

= x=0,1798339

16 Calcula x en cadascuna de les igualtats segiients

10g3\/;:% log, 2x=2

loglx:—l IOgX\/EI:S
3 2

1 3

log, —=-3 log, x=—

gxzﬁ g4 2

1
1og3¢;=%:3z=¢;:ﬁ=¢;m=3

0
logx?_x:?_:xz=2x:x2—2x:0:>x={2

x=0 no és solucid
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- 1
log1x=—%:>[%j f x> 3 =x=x=43

3

logx\/zz3:>x3:\/§:>x:3/\/5:g/5

1

33 I

long=—3:>x_3=L:>x3=2\/§:>x=3\/2\/§= 22| =22=42
242 242

19 Resol els sistemes d’equacions segiients

logx+logy=3 logx—logy=1
2logx—2logy =-1 3x+5y=35
logx+3log=5 { xP -y’ =11
2
logx—:3 logx—logy=1
y
{210gy—310gx:1 log (y-18)=2
log(xy) =3 logy(x+3):%

logx+logy =3
2logx—2logy =-1
Reduim les equacions multiplicant la primera per 2 i sumant la segona

2logx+2logy =6 5
Y &Y :>4logx:5:>logx=§:>x:104
2logx—2logy =-1 4

amb la primera equaci6 obtenim
7

5 5 7 -
—+logy=3=logy=3—-——=—= y=10*%
4 gy gy 44 y

logx—logy =1
3x+5y=35
La primera equacio, sense logaritmes

Z-10 y=1
y :>x=10y:>30y+5y:35:>{ 0
3x+5y=35 r=
logx+3log=5
2
logx—=3
y

Podem transformar la segona equacio

logx+3log=5

& = & {10gx+310gy:5
log— =3

y

Aillem log y de la segona i substituim a la primera

2logx—logy =3
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logy =2logx—3

logx+32logx—3)=5 = T7logx=14=logx=2=x=100
1 per calcular y

logy=4-3=1=y=10

xP -y’ =11
logx—logy=1

La segona equacid, sense logaritmes, ¢s — =10. Aillem x i substituim

1 1

3
. 10
1x=—
3
2logy—3logx =1
log(xy) =3

La segona equacio ¢és equivalent a logx+logy =3. Multiplicant per 3 i sumant la
primera equacid reduim

2logy—3logx =1
{310gx+310gy =9
1x=10

log (y—-18)=2

= Slogy=10=logy=2= y =100

log , (x+3) :%
Sense logaritmes les equacions son
x’=y-18
{\/; =x+3
De la segona equacié y = (x+3)" =x> +6x+9
si substituim a la primera

x? :x2+6x+9—18:6x:9:>x:%:

i _§+32_ﬂ
) 4

21 La taxa de despoblacié d’una ciutat és del 1,5% anual. Suposant que aquesta
taxa no es modifica, quants anys hauran de transcérrer perque la poblaci6 actual
es redueixi a la meitat. Si actualment aquesta ciutat té 100.000 habitants, quants en
tindra d’aqui a set anys?

3
2

Si la taxa de despoblacio €s del 1,5% anual, cada any hi ha el 98,5% dels habitants. Si h
¢s la poblaci6 inicial aquesta es transforma segons la funcio6

f(@)=h-0,985'
Si la poblaci6 es redueix a la meitat
h

h-0985" = 5 = 0,985 =0,5
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Per resoldre aquesta equacid exponencial, prenem logaritmes
log(0,985t ) =1log0,5

t-10g 0,985 =1log0,5
_ 10805 _ 45e6
log 0,985

Hauran de transcorrer 46 anys
Al cap de 7 anys la poblacié sera

f(t=7)=100.000-0,985" = 89961



