1-Derivades

1. En quins punts de la grafica de la funci(’)f(x)z1 la recta tangent és
X

perpendicular a la recta 4x+y-2=07?. Escriu les equacions d’aquestes
rectes tangents

La rectadx+y—-2= 0té de pendeny =-4x+ 2l valor-4. Una recta perpendicular

té de pendenin = —ﬁ :%. Hem de buscar els punts de la funcio de deri»zlada

La derivada de la funcié ég'=-—. Aquesta derivada sempre eés negativa, mai pot
X

1
donar un valorz

y'= —iz :% = X’ =-4= x=+/-4 que no existeix dins dels nombres Reals.

X

2. Dibuixa en un paper mil-limetrat la grafica de & funcié f(x)=-x*+8x.
Tot sequit, fes una estimacio a partir d’aquesta gifica dels valors def ‘(D) i
f'(5). Calcula analiticament f'(1) i f'(5) i compara els resultats amb els
anteriors

La funcidé és una parabola convexa que talla I'exxed els punts 0 i 8

En el punt x=1 la funcié és creixent i té una dadix positiva

En el punt x=5 la funcio és decreixent i té unavdela negativa

La derivada analitica de la funcio é$(x) = -2x+ . Hs valors en els punts demanats

son f'(x=1) = 6i f'(x=5)=-2

- . 0 x<0 o
3. Representa graficament la funcio f(x) = >0 Aquesta funcio és
X X

continua en x=07? | derivable?. Justifica les resptes
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En el punt x=0 la funcié és continua, ja que esfaila f (0) =0 i coincideix amb els
limits laterals en aquest punt

lim f(x)=1lim0=0

X-0" X-0"

IirE[ f(x)= Iir[)[ x=0

La funcié no és derivable en aquest punt. La ddaves

<
f,(x)z{o x<0
1 x=0

La derivada per I'esquerra és 0 i la derivada peiréta és 1. No és derivable en x=0
4. Indica en quins punts és derivable la funcié
X
— XxX#0
f(x)= |><]
0 x=0
Primer hem de veure si €s continua en el punt x=0

; X X : ) X X , - ;
Quan x és posmLT—| == =1, iquan x és negaturk| =— =-1, d’on la funcié no és
X X X =X

continua a x=0, aleshores tampoc és derivable @gsagunt

5. La grafica d'una funcio f(x) és la de la figura.Sense calcular-ne I'expressio
analitica, representa graficament la funcio f'(x).
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f(X)

Des de -1 fins 0 el pendent de f(x) és 2, el vdéola seva derivada. Des de O fins 2 el
pendent és —1 i des de 2 fins 3 el pendent és dletigmada no €s continua en els punts
x=01x=2

6. Troba les derivades laterals en x=5 de la funciéf (x)=|2x—1q. Es

derivable en aquest punt?

La derivada per I'esquerra és -2 i la derivadalpeaireta és +2. No és derivable en
aquest punt

7. Indica els intervals de creixement i decreixemén els punts estacionaris de

X2

x> -4

la funcid f(x) =

La derivada de la funcio és

£1(x) = 2x(x* —4) - x*2x _ 2x* —8x-2x* _  -8x

(x* -4)* (x* -4)* (x* -4)

Aquesta derivada val zero quan x=0. Si x<0 la @el@v és positiva i la funcidé és

creixent, si x>0 la derivada és negativa i la fanés decreixent. El punt x=0 é€s un
maxim relatiu

2

8. La funcié f(x)= €s creixent o decreixent en x=27?. Justifica la

(x-1*

resposta

La derivada de la funcio és.
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F1(x) = 2X(x—1)? = 2(x—1)x* _ 2x> —4x® +2x-2x> +2x* _ —2x% +2x

(x-D° (x-1° (x-1°
El valor de la derivada quan x=2 és
-8+4
f'(x=2)= <0
( ) (2-1*

negatiu, aleshores la funcié és decreixent
9. Donada la parabola d’equaciof (x) = x> —2x+5, es considera la recta r que

uneix els punts d’aquesta parabola les abscisseslslguals son x=1 i x=3.
Troba I'equacio de la recta tangent a la parabola ge és paral-lela a la recta
r

Les imatges en aquests punts donen el pendenteetda
m= fR-fQ :8—4:2

3-1 2
La derivada de la funcio é§'(x) =2x—-2 que dbéna el pendent de la recta tangent en
cada punt. Si demanem que la derivada sigui 2 wbtehpunt
f'(X)=2x-2=2=2X=4=>x=2
La recta passa pel pu@, f (2)) = (2b)é pendent 2. La seva equacio és
y-5=2(x-2)=> y=2x-1

10. Aquesta és la representacié grafica de la deada f'(x) de una funcio
polinomica f(x). Quin és el grau d’aquesta funcidé polinomica? Peque?
Indica els intervals de creixement i decreixementealla funcié f(x). Té
f (x) algun punt estacionari? Quin és?
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La derivada és una recta, un polinomi de primeu,geafuncié ha de ser una parabola,
un polinomi de segon grau

La derivada és negativa (& »,2), la funci6 és decreixent. La derivada és positiva

(2,0) i la funcié és creixent. En el punt 2 la funciésgam de decreixent a creixent, la
derivada és zero i aguest punt €s un minim relatiu

11. Donada la funci6 f (x) = xe*, resol les equacions'(x) =0 i f'"(x)=0

Calculem la primera derivada i igualem a zero

f'(x)=e*+xe* =e*1+x)=0

La solucié ésx = -1 de (L+ x) = 0. Observem que* no és mai zero
La segona derivada és

f'(x)=e"l+x)+e" =e*(2+X)

que té de solucikx=- 2

12. Troba per a quin valor de a i b és continua iaetivable la funcio
3X x<1
fFO)=1_
ax“ +b(x-1) x>1
La funcié és continua arreu. Mirem la continuitaig x=1
lim f(x) =lim3x=3
X-1" X-1"
lim f(x)=limax® +b(x-1) =a
x-1" x-1"
Si la funci6 és continua ha de $er a
La derivada de la funcio és

3 x<1
f'(x) =
() {Zax2 +b x>1
En el punt 1 la derivada per I'esquerra és 3 idavdda per la dreta éa+b . Per ser
derivable han de coincidir aquests valors. Ambeslitat anterior dea= B8a de ser
b=-3
13. Calcula la derivada de les funcions

f (x) = sin*[In(x? +5)|

y'= 4sin3[ln(x2 + 5)]cos[|n(x2 + 5)] Zi

x?+5
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(x+2)Inx

f(x) =

(x) 1
(Inx+

y= X+1

f(X) = cosyx® +16
_sindxZ + 160 _ _xsinyx* +16
2Ux* +16 VX? +16

f(X)=tan’ Vx> +2
y'=3tan’ Vx* + 2 @+tan x +2 )

f(x) =[1+cog (1-3%)
y'= 2[1+ cos (1- 3x)] [2cos(—3x) [{-sin(L-3x)) [{-3) =
12[1+ cos’ (1- 3x)]cos([— 3x)sin(L- 3x)

X2
f(x) =log, wlm

Fem servir les propietats dels logaritmes

[ 1 x* 1 1
f(x) =log, %2 :Elogz(mj :E[Iogz(xz) —log, (x* —4)] =log, x—zlogz(x2 - 4)

ara derivem la funcio

1 (x+2)Inx
j "o 2Ux+1

X
VX2 +2

y,_1_ 2x _1(1_x]
xIn2 2(x*-4)In2 In2{x x*-4

f(x) =seé(x* - 2)
La funcié secant és la reciproca de la funcié amssin

f(x) =sec (x3 - 2) W [cos(x - 2)]

La derivada és
y'= (-2)[cose - 2)] [ sin(x® - 2)ax? =
J3x

f(x)= arcsinT

6x° sin(x® - 2)
cos(x*-2)

1
Y':%%%(\?X) 23:%
X X
1-=2 43x,[1-=2
4 4
f(x)= arctan?’XT2
y'= GEE:B— 3

L
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(9 =27 "1-x"

1 Ji-x? +12arctanx —2x _2""™In 21— x? _ x¥eam
L+ 2 Vi-x* 1+ x? J1-x2
f(x) = (x*+3)*®

Fem servir derivacié logaritmica

y|: Zarctanx |n 2

y=(x*+3)*° = Iny=(x+5In(x*+3) = ly':In(x2+3)+2X(2X+5)
y X°+3
— (XZ +3)x+5|:|n(xz +3)+ 2X(2X+5)}
x> +3
f(x):ln\/Inx
l
= 1 1
'= =(Inx) 2 [-& -
Y= vln ( X 2xJ/Inx+Inx  2xInx
f(x)=
sm X
= (sinx)™
— PR _3cosx
y'==3(sinx) " (cosx) = ———,
sin® x
2X 2
f(x):e +1n“ X+ cos3x
2
)/'=1[2e2X +2In x1—3sin3x}
2 X
5
f(x)=————
) (2x +6)*
5 -
f(X) = —— =5@2x+6)"
(x) 2x+6)° ( )
- 30
'=-15(2x+6) ‘()= ———— —
Y ( ) @ (2x+6)*

f(X) = etan3x3/X2 +1
1
f(X) - etan3x3lx2 +1 - etan3x qXZ +1)3
2
= "™ 1+ tan” 3X)R/x* +1 + ™" %(x2 +1) 32x =

tan3x

3\/3 (X +1)°

14. El nombre N de bacteris d’un determinat cultiuvaria en funci6 del temps t
t

expressat en hores, d'acord amb I'equacidN(t) =10e2. Quin és el nombre
inicial de bacteris en el cultiu? En quin moment ceix més de pressa el
nombre d’aquests bacteris, quan t=2 o quan t=4? Peue?

=3 (1+tan® 3x) x> +1+
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El nombre inicial de bacteris correspon a la imalgeero

0
N(0) =10e? =10e° =10
La derivada de la funcioé dona el creixement detddses cada moment, la derivada és
t t
N'(t) :1OE1;—e2 =5e?
Els valors en els punts demanats son
N'(2) =5e
N'(4) = 5e°
Creix més rapidament quan t=4

15. Calcula les tres primeres derivades de la furii f(x) =e*. Dedueix
I'expressi6 de la derivada enésimd (" (x) d’aquesta funcio

La primera derivada é$'(x) = 3%

La segona derivad&" (x) = 3[Be* = 3*e*
La terceraf "' (x) = 3B [Be* =3%e™

La derivada d’ordre rf " (x) = 3"e*

: 1 : -
16. Tenint en compte quearcsecx = arccos-, calcula la derivada de la funcio
X

f(x) =arcsecx. De manera similar, pots calcular les derivades dées
funcions g(x) = arccosc x i h(x) = arccotang x

Recordem que la cotangent és la inversa de langrgesecant la inversa del cosinus i
la cosecant la inversa del sinus

(arcsecx)'z[arccoslj = (arccosct) = -1 [.|__21: 1
x 1 X x/x*-1
1-5
X
(arccoacx)':(arcsinlj =1 [-l_—zlz— L
X 1 x xVx? -1
1--
X
' 1 1 -1 1
(arccotanx) =| arctan~ | = =-
X 1 x*  xX+1
1+—=
X2

17. Troba l'equaci6 de la recta normal a la graficade la funcio
f (X) = x> —7x+10 en els punts d’ordenada nul-la

Els punts d’ordenada nul-la son les solucions de

7+449-40 7+3 (5
2 2 2
La derivada en cada un d’aquests punts dona ekpéde la recta tangent

f(X)=x*-7x+10=0= x=
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f'(x)=2x-7
En el punt x=2f'(x=2)=- 3
En el punt x=5f'(x=5)= 3

S . 1
Sim és el pendent de la recta tangent. la noengé tpendenM = -—
m

En el punt x=2, la recta normal té pendént passa per (2,0), la seva equacio és

1 X 2

-0=—(X-2)=>y=——-—

y 3( )=y 3 3
En el punt x=5 la recta normal té de penden;{ i passa per (5,0). La seva equacio és

1 X 5

-0=-=(X-5)=>y=—-—+=

y JXTI=y=og
18. Representa graficament la funci6 f(x) = x*>+2. Hi ha algun punt on

aguesta funcio no sigui derivable?. Justifica’n laesposta

La funcié és una parabola concava que té el vertexd punt (2,0)

La seva derivada é§'(x) = 2x. Té derivada arreu
19. Determina l'expressiéo algebrica de la funcié f(x) que verifica les
condicions seguents:f'(x) = 3 i el seu grafic passa pel punt P(2,10)
Si és una funcio polinomica aquesta ha de ser derfaa f(x) =3x+b si la seva
derivada és 3
Passa per (2,10) i hade 4&r=3[2+b=b= 4
La funcié demanada é6(x) =3x+ 4

20. Indica raonadament per que la funciof (x) =ib, on a i b sén nombres

reals, no pot tenir punts estacionaris

La derivada de la funcio és

. _ —a
PO =2
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Aquesta derivada només pot ser 0 quan a=0, pesbaks la funcio inicial seria nul-la.
Si la derivada no val mai zero no té punts estacien

21. Se sap que la funcid (x) = ax* + bx +12 presenta un minim en el punt P(4,-
4). Calculaaib
La funcié passa per P(4,-4). La imatge de x=4 és —4
f(x=4)=a@* +b#+12=-4=16a+4b=-16
A més a més quan x=4 la derivada de la funcioé &s jeque té un minim. La derivada
de la funci6 ésf '(x) = 2ax+b que en el punt 4 és
f'(x=4)=8a+b=0
Formem un sistema amb les dues equacions
16a+4b=-16
{ 8a+b=0
La solucié d’aquest sistema és=1i b=-8
22. Dibuixa de manera aproximada la grafica de launcié f(x) = In|x| . Indica
raonadament si hi ha algun punt en que aquesta fuino sigui derivable
Representem la funcig(x) = In x i, en base aquesta, la funcf¢x) = In|x

-l
glx)=lh=x 76 =t

En el punt x=0 la funcio no esta definida. Aleslsamne és continua ni derivable
23. Justifica el motiu pel qual la funcié f (X) = ++/x no és derivable en x=0
La funci6 f (x) = +/x és

J@) = +fx

sesdiite
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No existeix per a valors x<0. Aleshores no té dafaven aquest punt per I'esquerra. No
és derivable quan x=0
24. Representa graficament la funciof (x) =log, x i, a partir d’aquesta

grafica, dibuixa la funcio g(x) = |Iog2 x|. Per a quins valors de x no existeix
g'(x) ? Perque ?
Representem les funciorfyx) = log, x i g(x) =|log, X

7@ =log; x ) = sa
2

En el punt x=1 la funci@(x) = |Iog2 x] no és derivable ja que no coincideixen les
derivades laterals
La funcié g(x) = |Iog2 x] dona valor 0 quan x=1, valors positius si x>1gatais quan
x<1. Es pot definir com

log, x x=1
9 :{— Iog;2 X x<1

Aquesta definicié equival a dir que no hem de canei signe quanx =1, ja que el
resultat és positiu, pero si que hem de canvisigak quan x<1
La derivada sera

! x=1
g'(x) —J xIn2
-—— x<1
xIn2
Mirem ara si els limits a x=1 de les dues derivamb@scideixen. Per I'esquerra és
g_(x) =lim- 1 1
B x1 xIn2 In2
i per la dreta
g (9 =lim—— ==

1 xIn2 E
Els resultats son diferents, la funcié no és déleva x=1

X4 o
25. Lafunci6 f(x) =4 y_o X
3 X=2

és derivable en x=2? Per que?

11
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Primer calculem si és continua. El limit de la fdrecx=2 és

2 — —

fim £(x) = lim X2 = jim X=A0*2) _p oy =g
X2 X-2 X—2 X2 X—2 X2
El limit no coincideix amb el valor dé(x = 2) = 3. De la manera que esta definida la

funcidé no és continua a x=2. Si no és continuajpat ser derivable

12



